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Dia 1: Grupos abelianos
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Resumen

Estos son los apuntes para un minicurso de la pre-Escuela CIMPA El Salvador 2020. Agra-
decimientos a Marvin Alberto Ferman Bell por su ayuda en la preparacién de este documento.

1. Grupos abelianos

1.1. Resumen de definiciones

Definicién 1.1 Un grupo abeliano es un conjunto A dotado de una operacién + que satisface los
siguientes axiomas para cualesquiera x,y, z € A:

» Asociatividad: x + (y + z) = (x + y) + z.
= Elemento neutro: existe 0 € A tal que x+0 =0+ x = x para todo x € A.
= Elementos inversos: para todo x € A existeye Atalquex+y=y+x=0.

= Conmutatividad: x+y=y+ x.

Definicién 1.2 Sean A y B grupos abelianos. Un homomorfismo de grupos (abelianos) es una
aplicacién f : A— B tal que para cualesquiera x,y € A

fx+y)=fx)+f.

Resulta que la clase de grupos abelianos y todos los homomorfismos entre ellos forman una
categoria, por lo cual todos nuestros célculos estdn teniendo lugar en la categoria de grupos
abelianosf]

Definicién 1.3 Un subgrupo de un grupo abeliano A es un subconjunto no vacio B tal que six, y €
B, entonces x —y € B.

Definicién 1.4 Dado un subgrupo B < A, se define una clase de equivalencia ~ como sigue: x ~ y
siy solo si x—y € B. El conjunto Al B de clases de equivalencia estd dotado de una operacion bien
definida

I+y=x+y

que le otorga la estructura de grupo abeliano (grupo cociente).

*Para mds detalles sobre categorias y su uso en dlgebra homoldgica, véase [8], Cap. 1.
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Ahora introducimos dos construcciones categdricas (productos y coproductos) que son in-
dispensables en la clasificacién de grupos abelianos, pues permiten expresar un grupo en térmi-
nos de factores mas simples.

Definicion 1.5 Sea {A} je; una coleccion de grupos. Su producto directo se define como el produc-
to cartesiano

HAJ' ={(aj)jes:aj € Aj paratodo j € J}
Jjel

dotado de la operacion de suma coordenada por coordenada, es decir
(@j)jes+bj)jes = (@j +bj)jey.

Su suma directa es el conjunto

PA;= {(aj)jgj € [ 4;: aj =0 salvo para un niimero finito dej}
jeJ JjeJ

dotado de la operacién inducida por el producto directo.

Notamos que €; A; es un subgrupo de []; A; y que estas dos construcciones coinciden si y
sélo si la coleccién de grupos es finita.
Ahora repasamos brevemente algunos conceptos especificos al estudio de grupos abelianos.

Definicién 1.6 Un elemento x € A es de torsién si es de orden finito, es decir si existe n # 0 tal que
nx = 0. El conjunto de todos los elementos de torsion de A forma un subgrupo, llamado subgrupo
de torsion de A. Decimos que A es libre de torsion si su subgrupo de torsién es trivial.

Definicién 1.7 Para p primo, decimos que A es un p-grupo si todo elemento posee orden igual a
una potencia de p; es decir, para todo x € A existe m tal que p™x =0.

Definicién 1.8 Decimos que A es divisible si para todo x € Ayn #0 existe y € A tal que x = ny.

Definicién 1.9 Un grupo abeliano A es libre si posee un conjunto de generadores Z-linealmente
independiente; es decir una coleccion {xj}je; S A tal que todo x € A puede escribirse de manera

unica como
n

x=) ajxj, (aj,...,aj,€2).
=1

Equivalentemente, existe un isomorfismo A= @; 7.

Definicién 1.10 Un grupo abeliano A es finitamente generado si posee un conjunto finito de ge-
neradores; es decir, existen xu,..., X, € A tales que todo x € A puede escribirse como

n
X = Zaix,- (a; € 2).
i=1

Un grupo abeliano es ciclico si es generado por un solo elemento.

2 Pre-Escuela CIMPA El Salvador 2020



Introduccion a grupos abelianos y médulos G. A. Chicas Reyes

1.2. Ejemplos
= Los grupos Z/nZ, que son ciclicos y finitos (en particular de torsién).
= Z, que es un grupo ciclico infinito y ademads un grupo abeliano libre.
= Q, un grupo abeliano divisible y libre de torsion.

= Elanillo de enteros p-adicos Zp, que es un grupo libre de torsién, y ademds un anillo com-
pacto junto a la topologia p-adica.

= El cuerpo de los niimeros p-adicos Qp, que es un grupo divisible y libre de torsion, y ade-
mads un cuerpo localmente compacto junto a la topologia p-édicam

= El grupo de Priifer Z(p®) = Z[p~'1/Z = Qp!/Zp, que es un p-grupo divisible y de torsion.
= Elgrupo del circulo T = R/Z, que es un grupo de Lie abeliano compacto.

= El grupo de raices de la unidad Q/Z, que es el subgrupo de torsién de T y ademds puede
expresarse como una suma directa

QIZ=Pz(p™).
14

2. Teoria de divisores elementales

En el dlgebra lineal, las teorias de formas canénicas (diagonalizacién, triangulacién, forma
de Jordan...) son sumamente ttiles para el estudio y clasificacién de matrices y aplicaciones
lineales. A continuacién describiremos la construcciéon de una forma canénica para matrices de
coeficientes enterosf

Denotemos por M(m, n; Z) el conjunto de matrices de m x n con coeficientes enteros.

Definicién 2.1 Una operacién elemental por filas es una de los siguientes tipos.
(1) Intercambiar dos filas.
(1) Multiplicar por —1 todos los elementos de una fila.
(11) Sumar a una fila un miiltiplo escalar de otra fila.
Una operacién elemental por columnas es una de los siguientes tipos.
(1) Intercambiar dos columnas.
(1) Multiplicar por —1 todos los elementos de una columna.
(i11) Sumar a una fila un multiplo escalar de otra columna.

Para expresar estas operaciones en el lenguaje del algebra lineal, conviene introducir tres
tipos de matrices elementales de n x n.

Para mayor informacién sobre enteros y nimeros p-adicos, se recomienda un texto tal y como [7], Cap. 1.
*En inglés, a veces se conoce como Smith normal form.

Pre-Escuela CIMPA El Salvador 2020 3



G. A. Chicas Reyes Introduccion a grupos abelianos y médulos

Definicién 2.2

(1) Py(i, j) es la matriz tal que todos los coeficientes sobre su diagonal a excepcion de (i,i) y (j, j),
y ademds los coeficientes en (i, j) y (j, i) son 1, mientras que el resto son 0.

1

0

(1) Qn(i,—1) es la matriz tal que todos los coeficientes sobre su diagonal a excepcion de (i, i) son
1, el coeficiente en (i, i) es —1 y el resto son 0.

1

Qn(i;-1) = -1

(i11) Ry (i, j;c) donde i # j es la matriz con todos sus coeficientes sobre su diagonal igual a 1, el
coeficienteen (i, j) igualace Z, y el resto son 0.

1

Ry(i, j;0) =

Es inmediato comprobar lo siguiente.

Proposicion 2.3 Sea A€ M(m, n; Z).
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(1) Las operaciones elementales por filas sobre A corresponden a multiplicar por la izquierda
alguna matriz elemental P, Qp, 0 Ryy,.

(i1) Las operaciones elementales por columnas sobre A corresponden a multiplicar por la dere-
cha alguna matriz elemental P, Q,, 0 Ry,.

Las matrices elementales cumplen otra propiedad adicional de interés: son invertibles.

Definicién 2.4 Una matriz unimodular es una matriz cuadrada invertible (con coeficientes ente-
ros).

Es sencillo comprobar que el producto de dos matrices unimodulares es unimodular, y ade-
mas la inversa de una matriz unimodular también lo es. Ademads, toda matriz unimodular tiene
determinante *1.

Definicién 2.5 Decimos que dos matrices A, B € M(m, n; Z) son equivalentes si podemos obtener
una a partir de la otra aplicando un ntimero finito de transformaciones elementales.

Teorema 2.6 Toda matriz A€ M(m, n;Z) es equivalente a una de la forma

(]

donde ey, ..., e, son ntimeros naturales tales que e; | e;+1 para todoi =1,...,r — 1. Mds atin, esta
sucesion es unicamente determinada por A.

Demostracion.
Existencia. Procedemos por induccién sobre m. Supongamos primero que m = 1, es decir
A= (ay,,ay). Si A =0 el resultado es trivial, asi que asumamos A # 0. Consideramos todas

las matrices (a’l,aé,...,a;) equivalentes a A. Por el principio del buen orden, podemos elegir
A = (e1,ay,...,a,) con e; minimo.

Afirmamos que e; | a;. para todo i = 2. En efecto, si tuviéramos e; a;., por el algoritmo de la
divisién podemos escribir a; = ge; + r donde 1 < r < e; — 1. Multiplicando por g la columna 1y
restandosela a la columna i vemos que A; ~ (ey, aé,..., r,...). Intercambiando las columnas 1 e
i resulta que A; ~ (r,ay,...,e1,...), pero como r < e; esto contradice la minimalidad de e;. Por
tanto e; divide a a} para todo i, y razonando igual que arriba concluimos que A; ~ (ej,0,...,0).

Veamos ahora el caso m = 2. Nuevamente asumimos que A # 0, pues de lo contrario no hay
nada que probar. Gracias al principio del buen orden, de entre todas las matrices equivalentes a
A, podemos seleccionar A} de modo que su (1,1)-ésima entrada e; sea minima. Escribamos

!
6,1 a

a
Ao |
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Usando un razonamiento andlogo al caso anterior, puede comprobarse que e; | @}, y e; | a] jpara
cualesquiera i, j = 2, y mediante transformaciones elementales obtenemos

€] 0 )
A~
( 0 Am—l,n—l

donde A,;-1,,-1 € M(m—1,n-1,7). Aplicando la hip6tesis inductiva, podemos escribir

€2

Am—l,n—l ~

donde e; | e;+1 paratodo i = 2.

Nos queda establecer que e | e2. En caso contrario, tuviéramos que e, = gey;+rdondel <r <
e1 — 1. Usando operaciones elementales, podemos llevar a r hasta la (1,1)-ésima entrada, lo cual
contradice la minimalidad de e;. Concluimos que hemos encontrado una sucesién de elementos
e1,...,er que satisfacen las condiciones del enunciado.

Unicidad. Denotamos por dj el mdximo comun divisor de todos los menores de tamafio k x k
en A. Es un ejercicio interesante comprobar que los dj. son invariantes bajo transformaciones ele-
mentales. Al calcularlos a partir de la forma canénica obtenemos que dj = e ... ex. Resolviendo
para e concluimos que e} = d; y ey = di/dy—, para k = 2, lo cual muestra que los ey se calculan
de manera tnica a partir de A. |

Puesto que las operaciones elementales corresponden a multiplicar matrices elementales
(por la izquierda o derecha), y estas son matrices unimodulares, tenemos otra manera de ex-
presar la forma canénica.

Corolario 2.7 Para toda A € M(m, n; Z) existen matrices unimodulares P y Q de tamafio m x m y
n x n respectivamente, tales que

er

0 |0

donde ey, ...,er son niimeros naturales tales que e; | ej+1 para todoi =1,...,r — 1. Mds atin, esta
sucesion es tinicamente determinada por A.

Conviene notar que la demostracion del Teoremal[2.6|también nos da una manera practica de
calcular la forma canénica de cualquier matriz (mediante operaciones elementales).

Corolario 2.8 Toda matriz unimodular puede expresarse como producto finito de matrices ele-
mentales.

Demostracion. Sea Auna matriz unimodular. Usando la notacién del Teorema[2.6} tenemos que
dn, =|detA|l=e; - e, =1. Estoimplica que e; = 1 para todo i, por lo cual la forma canénica de A
es la matriz identidad. Asi, PAQ = I, es decir A= P~'QL. [ |
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3. Clasificacion de grupos abelianos finitamente generados

Teorema 3.1 Sean R un DIR y M un R-médulo libre de rango m. Entonces todo R-submddulo N
de M es libre, y ademds rank N < rank M.

Demostracién. Se procederd por induccién sobre m. La afirmacion es evidente para N = 0, asi
que asumiremos que N # 0. Supongamos primero que m = 1, y sea {u} una base para M. Consi-
deramos el conjunto

I={ceR:cue N}

Comprobamos que este es un ideal de R, y puesto que este es un DIP, podemos escribir I = (a)
para algtn a € R. Afirmamos que a # 0. En efecto, puesto que N # 0, existe x # 0 tal que x € N; en
particular x € M asi que x = ku donde k € R, y como x # 0 resulta que k es un elemento no nulo
de I.

Ahora bien, afirmamos que {au} es una base para N. Por un lado, si b(au) = (ba)u =0, en-
tonces ba = 0 puesto que {u} es una base para M. Ya que a # 0y R es dominio, resulta que b = 0.
Se sigue que {au} es linealmente independiente. Por otro lado, consideramos un elemento cual-
quiera de N, que podemos escribir como cu para algin c € R. Entonces ce I = (a), asique c=ra
para algin r € R. Esto significa que cu = r(au), por lo cual {au} genera a N. En conclusién, N es
un submédulo libre de rango 1.

A continuacién abordamos el caso m = 2. Supongamos que M es un médulo libre de base
{ui,..., uy}. Denotamos por M’ el submo6dulo generado por {uy,..., u;—-1}; notamos en particular
que este es un moédulo libre de rango m — 1. Definiendo ademéds N’ = Nn M’, este es un submo-
dulo de M’ al cual podemos aplicar la hip6tesis inductiva; deducimos que N’ es un submédulo
libre de rango s < m — 1. Fijamos una base v, ..., v; para N'.

Consideramos la aplicacién f : M — R que proyecta a un elemento cjuj + - - + ¢, Uy, Sobre
su m-ésima coordenada c;,. Este es un homomorfismo de médulos que es evidentemente so-
breyectivo, y ademds Ker f = M'. Observamos que f(N) es un submédulo de R, es decir un ideal;
luego podemos escribir f(IN) = (a) para algiin a € R. Aqui tenemos dos posibilidades. Si a = 0,
entonces N = M’ y asi N = N/, por lo cual N es un submédulo libre de rango s < m—1 < m.
Por otra parte, consideremos el caso a # 0. Podemos tomar v € N tal que f(v) = a. Afirmamos
entonces que v, vy,..., Us €s una base para N.

Comprobemos esta afirmacién. Primero, sea y € N arbitrario. Podemos escribir f(y) = ra
para algin r € R. Entonces y—rv € Ker f, pero ademds y—rve N, asique y—rveKer fnN=N'.
Luego existen ry,...,7s € R tales que

Y-TU=T01+ -+ TV

dedonde y=rv+riv; +---+ 1505 ypor tanto v, vy, ..., Vs generan a N. Ahora bien, supongamos
que existe una relacion
av+aivy+---+asvs=0.

Entonces
aa=af(v)=flav+ajvy +---+asvs) = f(0) =0.

De lo anterior se desprende que aa = 0, yla hip6tesis a # 0 nos da @ = 0. Luego a vy +-- -+ asvs =

0, y como vy,..., Vs son linealmente independientes, deducimos que a; = --- = a; = 0. Por tanto
v, 1y,..., Vs son linealmente independientes. De esta manera, hemos demostrado que N es un
moédulo libre de rango s+ 1 < m, y hemos terminado. |
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Teorema 3.2 Sea M un grupo abeliano libre de rango finito. Entonces todo subgrupo N es libre
y ademds rank N < rank M. Mds atin, si uy, ..., u, es una base para M, entonces existen niimeros
naturales ey, ..., es talesquee; | ez | -+ | es y{eruy, ..., esus} es una base para N.

Demostracién. La primera parte ya fue establecida, gracias al hecho de que Z es un DIP. Para la
segunda usaremos la teoria de divisores elementales.
Sean xi,..., X, una base para My y,..., ys una base para N. Podemos escribir

.
yi=)_ aijxj; ajj€Z1<i<s.
j=1

En otras palabras, usando notacién matricial

Vs Xr

De la teoria de divisores elementales, existe una matriz unimodular P de s x s y una matrix
unimodular Q de r x r tal que

€1
PAQ ~ " 0
€s
donde e;,...,es € R satisfacen ey | ex | -+ | e5.
Efectuando los cambios de base

U1 N u X1
=P f; =0

Us Vs ur Xr

resulta que uy,..., U, y v1,..., Vs son bases para M y N, respectivamente, tales que

U1 €1 Ui

= 0

vS es ur

A partir de la expresion anterior, obtenemos de inmediato que v; = e;u; paratodoi=1,...,s. En
particular notamos que [ ]

Corolario 3.3 Todo grupo abeliano finitamente generado M es isomorfo a un grupo de la forma
Z"eZleZ®---®ZleZ

donder =0,e; =2 yademdse; | ex |- | es estdn determinados de manera tinica por M (salvo
isomorfismo).
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Demostracién. Supongamos que M es generado por los elementos x,...,x;. Consideramos el
homomorfismo de grupos

G:72' - M
t

(nl)---rnf)H anxl
i=1

Escribiendo N = Ker ¢, por el Teoremaexisten unabase u,..., u; para Z' y nimeros naturales
el,...,eg talesque ey | -+ | eg y e1u1,...,eg Uy es una base para N. Pongamos t—s' = r, y sea
¢ el indice tal que e; = --- = ey = 1, eg4; > 1. Por tultimo, intercambiando e/, ;,... con ey,... y
escribiendo s = s’ — ¢, una aplicacion del teorema de isomorfia nos permite concluir que

M=7'IN=Z/e1Z&---ZlesZ&Z'. [ |

Finalizamos mencionando un teorema de clasificacién alternativo, que se suele conocer co-
mo la descomposicién primaria de un grupo.

Proposicion 3.4 Todo grupo abeliano finitamente generado A es isomorfo a uno de la forma
7"oZlq1720--- 7] qiZ
donde r es un niimero natural y los q; son potencias de primos.

Tanto los divisores elementales como la descomposicién primara contienen la misma infor-
macion. Para més detalles, véase [2], §5.2.

Ejercicios
1. Sea p un nimero primo. Determine el niimero de grupos abelianos distintos (salvo iso-
morfismo) cuyo orden es: (a) pz. (b) p3. (c) p4.
2. Considere el siguiente homomorfismo de grupos abelianos.
$:73 -7
(x,y,2) —2x+3y+4z
Encuentre una base para Ker ¢.
3. Sea Aun grupo abeliano generado por elementos x;, X2, X3 sujetos a las relaciones
2x1—x2=0
X1 —3x2,=0
X1+x2+x3=0
Determine el tipo de isomorfia de A.

4. Demuestre que los dj, ..., d; definidos en el Teorema|2.6|son invariantes bajo transforma-
ciones elementales.
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