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Resumen

En estas notas presentamos una introduccién a la teoria de opera-
dores pseudodiferenciales y procesos de Markov en los niimeros p-adi-
cos. Primero describiremos el proceso de Wiener, proceso de Markov
por excelencia en la recta real. El proceso de Markov asociado al ope-
rador de Vladimirov en el campo de los niimeros p—édicos se presenta
en anolgia con el proceso de Wiener.

Introduccion

La teoria de operadores pseudodiferenciales y procesos de Markov
es un area muy interesante entre el analisis y la teoria de la probabili-
dad. Como motivacién, consideremos el siguiente resultado: si tenemos
una matriz cuadrada real A de tal manera que la suma de los elemen-
tos de cada renglén es cero, entonces el semigrupo S(t) = et4 define,
de manera esencialmente tinica, un proceso de Markov X; con espacio
de estados finito, i.e., la suma de los elementos de cada reglén de S(t)
es idénticamente uno y ademas X; satisface la propiedad markoviana
P(X: | Xs,) = P(Xt | Xmaxs, ), ya que S(t) satisface las ecuaciones de
Chapman-Kolmogérov S(t + s) = S(t)S(s).



Por otro lado, observemos que el semigrupo S(t) estd univocamente
determinado por A, ya que se satisface la ecuacion diferencial
ﬂ(t) —AS(t)=0, S(0)=1,
dt
por lo que A = dS(0)/dt.

En general, si consideramos una matriz cuadrada, el semigrupo
S(t) = e no define un proceso markoviano. Un criterio muy senci-
llo para verificar si el proceso es markoviano consiste en considerar la
transformada de Fourier discreta en el espacio de estados y utilizarla
para cambiar las coordenadas del semigroupo, si obtenemos la fun-
cion cardcteristica de medidas de probabilidad cuyas probabilidades
de transicién son de Markov, entonces S(t) es de Markov.

Para espacios vectoriales topoldgicos como los espacios de Banach
o Hilbert, la teoria de la exponencial se extiende y un resultado muy
importante es el teorema de Hille—Yosida, que en particular implica
que la exponencial P de un operador D positivo y autoadjunto esta
bien definida y es un semigrupo fuerte de contracciones i.e., ‘etD H <1.
De nuevo, estaremos interesados en que e‘” represente un semigrupo
markoviano: et? es un semigroupo de convolucién con medidas de pro-
babilidad asociadas a un proceso de Markov en algtin espacio métrico
completo y segundo numerable.

En el caso continuo, el proceso markoviano mas importante y co-
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nocido sobre los nimeros reales es el proceso de Wiener B(t) = e ds?

donde % es el operador de Laplace en la recta real definido en L?(R).
Este proceso es un médelo probabilista del movimiento browniano (el
moviento de particulas suspendidas en algtin material liquido) por lo
que también se puede describir mediante el limite de caminatas alea-
torias. Naturalmente estd relacionado la ecuacion del calor en la recta
real y con la difucién del calor.

La extensién de esta teoria los ntmeros p-adicos ha sido consi-
derada con mucha atencién en las tltimas tres décadas. Una de sus
motivaciones ha sido la construccion de modelos para los fenémenos
cuanticos de la fisica.

Para esto consideraremos el operador de Viadimirov de los niime-
ros p-adicos, con el cual es posible definir una ecuacién del calor ho-
mogénea en Qp.

Nuestra exposicion se encuentra organizada de la siguiente manera.
En la Seccién 1 describiremos el processo de Wiener como limite de
una caminata aleatoria simple, y presentasremos su relacion con la



ecuacion del calor en la recta real. En la Seccién 2 presentaremos el
operador de Vladimirov y el proceso de Markov que define sobre los
numeros p—adicos.

1. El proceso de Wiener

En esta seccion presentamos un resumen de los resultados sobre el
proceso de Wiener que nos ejemplifica con claridad lo que buscamos en
sus versiones mas generales. Como en el caso del cédlculo diferencial e
integral es posible construir el proceso de Wiener por aproximaciones
discretas.

Para comenzar, consideremos una sucesion de variables aleato-
rias independientes e identicamente distribuidas (X;)$2; con P(X; =
+1) = 1/2. Luego, cada X; tiene esperanza cero y varianza uno. Con-
sideremos una caminata aleatoria simple:

Spn=X14+Xo+ -+ X,, (n>1).

Observemos que, como la esperanza es lineal y las variables son inde-
)
pendientes, el valor esperado y la varianza de S,, satisfacen:

E(Sy) = E(X;)=0  Var(S,) =Y Var(X;) =n.
i=1 =1

Mas aun los saltos de S, son estacionarios e independientes, esto es,
S, — Si, tiene la misma distribuciéon que S, v S, — S es indepen-
diente de S,,, — Sj, paran > 1 > m.

Recordemos que el teorema del limite central nos dice que tenemos
el limite en distribucion

lim Sy /VN-SN(0,1).
N—oo

Motivados por este resultado consideremos la siguiente definicién.
Parat > 0,sea Sy = Sy, + (t —n) X411, sin <t <n+ 1. Para N un
entero positivo definimos At =1/N y Az =1/V/'N.

BN = AzSny = Sni/VN.

En particular B{V = Sn/V N, por lo que el teorema del limite central
implica

By = lim Sy/VN%N(0,1).
N—oo
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En general, por el teorema del limite central

B; = lim BN = ‘/ESN%\/%N(O, 1) = N(0,1).

N—oo ViN
El proceso de Wiener es el proceso dado por las variables aleatorias B;.
En la figura siguiente se muestran varias trayectorias de este proceso
(la linea azul representa la desviacién estdndar de By).
Un teorema clasico de Wiener establece lo siguiente.

Teorema 1.1. FEl proceso de Wiener se caracteriza por las siguientes
propiedades:

1. El proceso comienza en cero: By = 0.
2. By es continua P-casi seqguramente.

3. B tiene incrementos independientes: si 0 < s < t, By — Bs 1 B,,
(u < s).
4. By tiene incrementos estacionarios con distribuciones: By — Bg ~

N(0,t—s).

1.1. La ecuacion del calor arquimediana

El proceso de Wiener también puede describirse utilizando la teoria
de semigrupos y el operador de Laplace A = d?/dxz? en el espacio de
Hilbert L%(R).

El operador de Laplace

A = d*/dz* : Dom(A) € L*(R) — L*(R)

es un operador no acotado, positivo y autoadjunto. La ecuacién dife-
rencial

ot
u(z,0) = f(z),

para un f € L?(R) en el dominio del operador de Laplace, es la
ecuacion del calor homogénea arquimediana. Por el teorema de Hille—
Yosida, este problema estd bien planteado y su soluciéon es un semi-
groupo S(t) que denotamos usualmente por e*?.

Por otro lado, recordemos que la transfomada de Fourier F :
L*(R) — L%(R) es una isometria de espacios de Hilbert dada por
la integral impropia

Flol(€) = /R p(@)eP ey, (€ IX(R)).

4



Ademas, la transformada de Fourier diagonaliza el operador de Lapla-
ce, ya que transforma la derivada en un operador de multiplicacion:

L2R) —2— L2(R)
Al lfozf (2)
L2(R) —2— L%(R).

Se sigue, por el teorema de Hille—Yosida, que el siguiente diagrama es
conmutativo:

L2(R) —Z— L%(R)

S(ﬂ lf(-)Hf(-)exp(ft(-)Q)
LX(R) —Z— L2(R).

Para encontrar una expresién explicita de S(¢) se introduce el
nicleo del calor :

Z(z,t) :/6_2"i$§e_t52d£
R

1 —x? /4t
(4mt) /2"

Teorema 1.2. Bajo el teorema de Hille—Yosida
B; = etA etdQ/de

Ademds
u(z,t) = z(x,t) * f(x),

2. Ecuaciones pseudodiferenciales y pro-
cesos de Markov en Q,

En esta seccién presentaremos los elementos del andlisis p-adico
necesarios para introducir el operador de Vladimirov, el cual nos per-
mitird estudiar ecuaciones pseudodiferenciales y procesos de Markov
en el campo de los nimeros p-adicos.



2.1. El campo de los niimeros p—adicos

Un wvalor absoluto |-| sobre Q es una funcién real valuada que sa-
tisface las siguientes propiedades:

1. x| >0, |z|=0siysélosiz=0,

2. [yl = |2l [y,
3. |z +y| <|z| + |y| para cualesquiera z,y € Q.

El teorema de Ostrowski nos dice que cualquier valor absoluto no
trivial sobre Q es equivalente al valor absoluto (arquimediano) usual,
o un valor absoluto p-ddico |-|,, para algin primo p: si z € Q\{0}, =
se representa de manera inica como

l‘:pk%, (a,be ),

de tal manera que p no divide a ab y k € Z, la funcién
], =p~

define un wvalor absoluto en Q que es no arquimediano, pues satisface
la desigualdad

|z +yl, < méx{|z],, |yl,},

para todo x,y € Q.

El campo de los nimeros p-ddicos Q) es la completacién de Q con
respecto a la métrica inducida por || - Como en el caso de los niimeros
reales, las propiedades de valor absoluto implican que @, es un campo
topoldgico completo, que de hecho resulta localmente compacto.

Cualquier ntimero p-ddico z tiene una representacion unica de la
forma

avp’y + av-{-lpﬁy + a7+2p’7 + -,

donde v = v(z) € Z, a; € {0,1,...,p — 1}, ay # 0. El entero v, con
~v(0) = +o0, se llama el orden p-ddico de x. La parte fraccionaria de
x € Q, estd definida como

(s}, ava—{—---—ka,lp_l ifv<0
"7 o siz=00~>0.

El campo Q, es un campo topolégico segundo numerable, local-
mente compacto y totalmente disconexo. El anillo de enteros p-ddicos

Lp={xecQ ||z, <1}
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es el subanillo compacto méas grande contenido en Q. Z, es un anillo
local con ideal méaximo pZ,. Usualmente la medida de Haar dx del
grupo topolégico abeliano (Qp,+) es normalizada por la condicién
dz(Zy,) = 1, lo cual implica que dz(p"Z,) = p~" para todo n € Z.

Un cardcter aditivo de @, es una funcién continua x : Q, — C, tal
que

x(z+y) = x(@)x(y), [x@)]=1,

para todos x,y € Q,. La coleccién @p de todos los caracteres aditivos
de @, es un grupo topoldgiclo localmente compacto llamado el dual
de Pontryagin de Q.

Se puede ver facilmete que la funcién

x(z) = exp(2mi{z},)

define un cardcter aditivo en Qp, por lo que x¢(z) = exp(2mi{{x},) es
también un cardcter para todo { € Q). Mas atn, todos los caracteres
de Q, son de esta forma y Q, es un un grupo autodual en el sentido
de Pontryagin @p = Qp.

La transformada de Fourier de una funcién de prueba ¢ € L?(Q))
estd dada por la integral impropia

Fol€) = 3(6) = / x(€x)p(z)dz, para € € Q,

Qp

La transformada de Fourier es un isomorfismo lineal continuo del es-
pacio L?(Q,) en sf mismo. Se tiene la férmula de inversion:

o) = / A (—2€)B(€)de para ¢ € LA(Qy).

Qp
Asimismo tenemos la igualdad de Parseval-Steklov

(@)p(x)de = [ $(&)D(€)de.
Qp Qp

2.2. Una ecuacién de tipo parabdlico en L?(Q,)

En esta seccién presentaremos el operador de Vladimirov y formu-
laremos la ecuacién del calor para este operador. Obtendremos que la
solucién fundamental de esta ecuacén define un proceso Markoviano
a tiempo continuo sobre el campo de los nimeros p—adicos.



Para cada o > 0 el operador de Vladimirov
DS : Dom(D$) C L*(Q,) — L*(Qp)

esta definido como el tnico operador que hace conmutar el diagrama:

LX(Q,) —T— L2(Q))

oz | [ otips (3)
f
L*(Qy) —— L*(Qy),
donde el operador de multiplicacién de la vertical derecha tiene por
dominio el conjunto mas grande posible en L?(Q,).

El operador de Vladimirov es un operador densamente definido
positivo y autoadjunto. La ecuacion pseudodiferencial

g )
{ugft)—V-D]?u(:c,t)zo, x€Qp, t>0, ()

u(z,0) = f(z),

para una funcién f € L? (Qp) en el dominio de Dy Este problema estd
bien planteado y el teorema de Hille—Yosida nos dice que su solucion es
el semigrupo Sp(t) = e'Pr . Més atn, por el teorema de Hille-Yosida y
la definicon del operador de Vladimirov, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

12(Q,) —I— LX(Qy)
Sp(t)l lfefexp(—m;‘)
L2(Q,) —T— LX(Q)

Para encontrar una expresion explicita de S,(t) se introduce el
nicleo del calor :

Zyfat) = | x(-a) exp(~t[€[;)d.
Qp
Integrando esta ecuacion, tenemos la identidad
Zy(x,t)= > p" {exp(—tpo‘”) - eXp(—tp‘”‘(”“))} :
nez

P <l

Con esta identidad es posible obtener condiciones en las probabi-
lidades de transiciéon para mostrar el siguiente resultado.
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Teorema 2.1. Sea o« > 0 y Sp(t) el Co—semigrupo generado por el
operador —D®*. La solucion del problema de Cauchy estd dado por

u(z,t) = Zp(a,t) * f(2),

parat > 0 y f € Dom(Dy). Adicionalmente, Zy(x,t) es la funcion
de probabilides de transicion de un proceso de Markov a tiempo conti-
nuo, homogéneo en el tiempo y en el espacio, y cuyas trayectorias son
continuas por la derecha sin discontinuidades de sequnda clase.
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