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Introduccidn

Las teselaciones son patrones geométricos que cubren completamente el
plano, sin superposiciones ni huecos, utilizando figuras congruentes. La
idea de la charla es mostrar en primer lugar como se hace geometria en el
modelo del semiplano de Poincaré, en segundo lugar la analogia que existe
entre la forma de ir generando las teselas en uno y otro caso es
basicamente la misma, a través de reflexiones.
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i Es Euclides el primer gedmetra no euclidiano?

Todo comienza con:

Si una linea recta que corta a otras dos lineas rectas produce dngulos
internos del mismo lado que sean menores que dos rectos, entonces las dos

lineas se encontrardn, si se prolongan del mismo lado de la linea recta, en
que dos dngulos son menores que dos rectos.

Proposicién 29, Libro | de los Elementos de Euclides.

PRI)»ZTROS DELA GEOVIETR!A A
DE EVCLIDES,
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i Es Euclides el primer gedmetra no euclidiano?

El quinto postulado de Euclides, al que nos referimos como el postulado de
las paralelas, era de una naturaleza mucho mas sofisticada que los otros
postulados y axiomas. Euclides parece haber reconocido esto él mismo, ya
que pospuso su uso tanto como le fue posible y tuvo cuidado de desarrollar
los teoremas de congruencia estdndar para tridangulos sin el postulado de
las paralelas.
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i Es Euclides el primer gedmetra no euclidiano?

Euclides fue criticado por hacer de esto un postulado y no un teorema.
Proclo (410-485), quien representd a la escuela de Platén en la Atenas del
siglo V, dejé un extenso comentario sobre el primer libro de los Elementos
de Euclides. Su opinién sobre el quinto postulado es inequivoca:

“Esto deberia eliminarse por completo de los postulados. Porque es un
teorema que invita a muchas preguntas, que Ptolomeo propuso resolver en
uno de sus libros, y requiere para su demostracién una serie de
definiciones, asi como teoremas” (Proclo (1970), p. 150).
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Euclides el primer gedmetra no euclidian

Seglin la visién moderna, estos postulados son incompletos y algo
enganosos.

Aun asi, dan una idea del tipo de suposiciones que deben hacerse y son de
interés histdrico.

Euclides demostré la gran fuerza de su genio al introducir el Postulado V,
que no es evidente como los demds. Ademas, su reticencia a introducirlo
justifica que se le considere el primer gedmetra no euclidiano.

Entre su época y la nuestra, cientos de personas, al considerarlo
complicado y artificial, han intentado deducirlo como una proposicion.
Pero solo lograron reemplazarlo por varias suposiciones equivalentes, como
las cinco siguientes:
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i Es Euclides el primer gedmetra no euclidiano?

@ Dos rectas paralelas son equidistantes. (Posidonio, siglo | a.C.)

@ Si una recta corta a una de dos paralelas, también corta a la otra.
(Proclo, 410-485 d.C.)

© Dado un triangulo, podemos construir un triangulo semejante de
cualquier tamafio. (Wallis, 1616-1703.)

© La suma de los dngulos de un triangulo es igual a dos rectos.
(Legendre, 1752-1833.)

@ Tres puntos no colineales siempre estan sobre una circunferencia.
(Bolyai Farkas, 1775-1856.)
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Euclides el primer gedmetra no euclidian

La frase atribuida al matematico Bernhard Riemann, “el espacio es
ilimitado, mas que infinito”, refleja su concepcién revolucionaria sobre la
geometria y la naturaleza del espacio, desarrollada en su famosa
conferencia " Sobre las hipétesis que sirven de fundamento a la

geometria” (1854). Para entenderla, es clave diferenciar dos conceptos:

e llimitado (sin fronteras): Un espacio es ilimitado si no tiene bordes o
limites fisicos. Por ejemplo, en la superficie de una esfera (como la
Tierra), puedes viajar indefinidamente sin llegar a un “borde”, pero el
espacio no es infinito en extensién.

e Infinito (sin fin en extensién): Un espacio es infinito si su tamafio no
estd acotado (como una linea recta euclidiana que se extiende
indefinidamente).
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Conceptos previos.
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Conceptos previos

Consideremos el conjunto E? de puntos del plano y @ : E2 — E? una
aplicacién. Se dice que & es una ISOMETRIA si tiene la propiedad de
conservar la distancia entre puntos; es decir, si dos puntos Py Q guardan
entre si una distancia /, la distancia que guardan sus imagenes por la
transformacién es también /. Asi, d(P, Q) = d(®(P), ?(Q)) = I.
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Conceptos previos

@ Traslacion: Desplaza todos los puntos una misma distancia en una
direccién fija.

@ Rotacion: Giro de dngulo 0 alrededor de un punto.

o Reflexion: Refleja puntos sobre una recta (eje de simetria).

o Reflexion deslizante: Reflexion + traslacidn paralela al eje.
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Conceptos previos

Toda Isometria puede escribirse como la composicién de a lo sumo 3
Reflexiones.
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Conceptos previos

Geometria hiperbdlica

La geometria hiperbdlica es una de las geometrias no euclidianas mas
importantes, donde no se cumple el V postulado de Euclides sobre las
paralelas. En lugar de tener solo una paralela por un punto exterior a una
recta, aqui existen infinitas rectas paralelas que no intersecan a la recta
dada.

En esta geometria, los términos primitivos son los mismos que en la
geometria de Euclides: punto, linea, linea recta, superficie y superficie
plana (plano).
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Conceptos previos

Postulado Fundamental

Negacién del V postulado de Euclides: Dada una recta L y un punto P
fuera de ella, existen infinitas rectas que pasan por dicho punto y nunca se
intersecan con L.
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Conceptos previos

El modelo del semiplano de Poincaré es una representacién de la geometria
hiperbdlica dentro de un semiplano euclidiano.

Fue propuesto por el matematico francés Henri Poincaré en el siglo XIX y
es uno de los modelos mas utilizados para visualizar y estudiar propiedades
hiperbdlicas.
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Conceptos previos

Semiplano de Poincaré

Consiste en el semiplano superior del plano euclidiano:
H={(xy) eR*|y>0}

e Frontera (y = 0) no pertenece al modelo

d 2 d 2
@ Meétrica hiperbdlica: ds® = L/
y

N

Figura 1: Representacion del semiplano de Poincaré
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Conceptos previos

Tipos de rectas”:
@ Semicirculos ortogonales al eje x /\
@ Rectas verticales
La métrica hiperbdlica entre los puntos (xi, x2), (y1,y2) se define:

(x2 —x1)?+ (y2 — }/1)2)
2y1y2

d = arcosh <1 +

La distancia entre A(1,1) y B(3,1) sigue la métrica:

_ (3-1)
d = arcosh <1+ 11
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Conceptos previos

Angulos: Coinciden con medida euclidiana (modelo conforme)
Tridngulos: o + 5 + v < 180°

Area: A=7— (a4 8+7)

Paralelismo: Infinitas paralelas por un punto exterior
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Teselaciones.

Ernesto Américo Hidalgo Castellanos (UES) Matemaética y su Didactica 2025 16 de julio de 20:



Teselaciones.

Un teselado es un patrén de figuras o poligonos que se repiten con
regularidad para cubrir el plano o una superficie plana.
Las principales caracteristicas de un teselado son:

@ Debe cubrir todo el plano, sin que haya espacios.
@ Las figuras o poligonos no deben superponerse

@ Al coincidir un vértice de cada figura en un punto, la suma de los
angulos que ahi coinciden debe ser de 360°
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Teselaciones.

Hay 3 tipos de teselados:

&

© los regulares,

@ los semirregulares

Teselados semirregulares

© v los irregulares.
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Teselaciones.

Las teselaciones hiperbdlicas son una descomposicién uniforme del
plano hiperbdlico por piezas del mismo tipo sin que éstas se sobrepongan
ni que dejen espacios entre ellas. Asi, una teselacién triangular hiperbdlica
es una descomposicion del plano hiperbdlico por triangulos
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Teselaciones.

Construccién de un triangulo en el modelo del semiplano superior.
En la geometria hiperbdlica tres dngulos determinan un triangulo
hiperbdlico. De hecho, para cualesquiera angulos dados «, 3, con suma
«a + [+ v < m, existe un tridngulo (nico, salvo congruencia.
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Teselaciones.

Teselacion en el modelo del semiplano superior.
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Teselaciones.
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