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Agenda

* Teoria (brevemente)

* Algunos conceptos
estudiados

* Ejemplo local

* Proyectos de
investigacion en
Curso
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Imagenes mentales
e
Imagenes de concepto
en
Didactica de la Matematica
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Concept Definition, Concept Image and the Notion |
Function

[Definicion de Concepto, Imagen de Concepto y la
Nocién de Funcion]

Shlomo VINNER (1983)
International Journal
of Mathematical Education
in Science and Technology,

Volumen 14, nimero 3, paginas 293-305,
DOI: 10.1080/0020739830140305
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Imagen Mental
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Imagen de un concepto

\

Propiedades:

* Los triangulos tienen
tres lados

* Una funcion continua es
aquella que se puede
dibujar sin levantar el
lapiz
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Definicion de un Concepto

Es una definiciéon Para muchos conceptos no
verbal que explica de tenemos definiciones pero si
forma precisa un sus-imagenes:
concepto. ‘ casa

B escritorio“;
*aula |
® pizarra
*naranja.-

b4 .
-----

Estas son definiciones
ostensivas
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Definicion ostensiva

Estas son funciones
)
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Las definiciones en el aprendizaje

1.Para manipular conceptos (es decir, trabajar
con ellos) se necesita la imagen del
concepto, no su definicion.

2.Cuando se introduce un concepto por medio
de su definicion, la definicion permanece
inactiva o incluso se olvida.

3.En el pensamiento casi siempre es la imagen
del concepto la que es evocada y no su
definicion.
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Las definiciones en el aprendizaje

*Tomamos o construimos definiciones cuando nos
piden explicar el concepto a alguien.

*Las definiciones construidas por nosotros son el
resultado de nuestra experiencia con los,, :
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conceptos. R
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Las definiciones en el aprendizaje
formal

* A veces, la razén de requerir las definiciones
es por las creencias de:

—que las definiciones ayudaran a formar las imagenes
de concepto

—que seran utiles para llevar a cabo algunas tareas
cognitivas
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Un modelo de la Estructura Cognitiva®).

«Dos celdas»:

/Deﬁniciones
del concepto:

~

@ <def 1>
@ <def 2>

=)

L

magenes del
concepto:

~

®<img 1>
®<img 2>
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Pueden tener diferentes relaciones

* Ambas pueden estar vacias (cuando no se sabe nada)

- Ej. Variedad Diferenciable de Riemann
/Deﬁniciones \ /Imégenes del
del concepto: concepto:

@ @
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Pueden tener diferentes relaciones

* Podemos tener imagenes de concepto pero no la definicion

—  Para conceptos cuya definicion nos fue dada de forma ostensiva, no tenemos la definicién, por ejemplo para
«avion», «bus», «perro», «pupitre», «pizarra», «ventana», pero si tenemos la imagen del concepto.

/Deﬁniciones del \ 6égenes del concepto:

concepto:

@

\_ /
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Pueden tener diferentes relaciones

‘\ ! vy 4
) 43
l.’ - L

* Podemos tener definicién pero ninguna imagen

— Cuando comenzamos a estudiar un tema de matematica y primero aprendemos la definicion sin tener idea de
qué se trata.

Geﬁnicién del concepto: \ /Imégenes del \

concepto:

* Los numeros
complejos son as
aquellos nimeros que
tienen la forma a-bi,
donde a,beR e iesla

\raiz cuadrada de -1. / \ /
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* Pueden ser casi iguales (cuando la definicion es en si misma una propiedad)

ﬁeﬁnicién del concepto: \

* La familia exponencial de

parametro escalar es un conjunto de / , \
funciones de distribucion cuya Imagenes del

funcién de densidad puede CRMOEPIG:

expresarse de la forma:

fx(@:6) = hx) - expm(®) - T@@) - A@) | | o

donde
h(z), n(0), T(z), y A(0)

\son funciones conocidas / K /
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Ejemplo

* Demuestre que la distribucion normal de varianza unitaria y media
desconocida pertenece a la familia exponencial:

1 —(z—p)*?

fx(zp) = N 2
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Ejemplo

* Demuestre que la distribucion normal de varianza unitaria y media
desconocida pertenece a la familia exponencial:

1 —(z—p)?
fx(z;p) = Ee 2
1 — (:cz—?mp-i-;uz)
— e 2

oz
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Ejemplo

* Demuestre que la distribucion normal de varianza unitaria y media
desconocida pertenece a la familia exponencial:

1 —(z—p)?
x(xTp) = —=—=e 2
fx (a3 ) o
1 —(:‘62—23:#4-#2)
— ——¢ 2
V2T
]_ - 2:c,u,—,u,2
— e 2 - e 2
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Ejemplo

* Demuestre que la distribucion normal de varianza unitaria y media
desconocida pertenece a la familia exponencial:

1 — (x—p)?
fx(zip) = —=e" 2

— é 2

- 2:13#,—;1,2
— e 2 - € 2

— 2 .t ,u,z
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Ejemplo

* Demuestre que la distribucion normal de varianza unitaria y media
desconocida pertenece a la familia exponencial:

1 — (x—p)?
fx(x;p) = —=e 2

— é 2

—x2 2:13#,—;1,2
— e 2 - e 2

— 2 24k pz
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Ejemplo

* Demuestre que la distribucion normal de varianza unitaria y media
desconocida pertenece a la familia exponencial:

1 —(z—p)*?

fX('x;ﬂ) me 2
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Ejemplo

* Demuestre que la distribucion normal de varianza unitaria y media
desconocida pertenece a la familia exponencial:

1 — (z—p)?
fX ('xaﬂ) me 2

1 —(3:2—23:#4-#2)
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Ejemplo

* Demuestre que la distribucion normal de varianza unitaria y media
desconocida pertenece a la familia exponencial:

1 —(z—p)*?

fX('x;ﬂ) me 2
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Ejemplo

* Demuestre que la distribucion normal de varianza unitaria y media
desconocida pertenece a la familia exponencial:

1 — (z—p)?
fX ('xaﬂ) me 2

1 —(3:2—23:#4-#2)
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Pueden tener diferentes relaciones (%)

* Pueden estar relacionadas, interactuar o pueden
ser independientes (Ej. Funcién sobreyectiva)

Definicion del concepto:
* Una Funcion f:A— B
es Sobreyectiva, si y sélo si:

\(Vy € B)(dr € A)[f(z) =y

~

________________________ K Funcion no sobreyectiva
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ﬁﬁniciones del concepto circunferencia: \
* Una cosa redonda (0)

* Es el lugar geométrico de los puntos
que equidistan de un punto llamado
Centro (1)

* El lugar geométrico de los puntos
P=(x,y) en el plano tales que
|P-C||=r, con reR. (2)

* Una curva de curvatura constante
sin torsion (3,geometria diferencial)

* Cualquier curva cerrada simple que

Didactica de la Matematica

sea homeomorfa a la circunferencia
\de la geometria usual (4) —__/
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Se pueden tener varias definiciones (&
de un mismo concepto )

Giégenes del concepto:\




El articulo continua con el andalisis de como se
forman y como interactian los contenidos de estas
dos celdas...

También presenta una exploracion empirica donde
confirmo estas teorizaciones...
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Conclusiones

*La definicidon y algunos ejemplos no son
suficientes para formar la imagen del concepto
deseable.

* Numerosos factores determinan la formacion de la
imagen del concepto, algunos fuera de nuestro
control. «Escribir un texto bonito» no es
suficiente.
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Conclusiones

*Las imagenes mentales que no son reforzadas
constantemente tienen mayores probabilidades de
ser olvidados y asi distorsionar la Imagen del
Concepto.

*Los alumnos pueden aprobar aun cuando tienen
una Imagen de Concepto equivocada.
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Conclusiones

*Si como profesores queremos que los alumnos
tengan correctas y completas sus Imagenes de
Concepto, se requieren mas tiempo y mas esfuerzos
pedagogicos.
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Modelo de Pirie y Kieren
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Meel, D. E. (2003). Modelos y teorias de la
comprension matematica:
Comparacion de los modelos de Pirie y Kieren
sobre el crecimiento de la comprension
matematica y la Teoria APOE.

Revista Latinoamericana de Investigacion en
Matematica Educativa, RELIME, 6(3), 221-278.

https://relime.org/index.php/relime/article/view/546
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Primera aproximacion

Obstaculos Def. Concepto
Cognitivos Img. Concepto
(Cornu & Sierpinska) (Vinner & Tall)

) APOE

(Dubinsky)

P-K

Representaciones . Concepciones h
Multiples Operacionales y
(Kaput) Estructurales

A\ (Sfard) 4
(Meel, 2003)
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Comprension Matematica

Existen multiples aproximaciones al
concepto Comprension (Meel, 2003).

Una de estas aproximaciones es la base del
modelo de Pirie y Kieren (1989):

La comprension matematica se puede
definir como estable pero no lineal. Esun Lhos
fen6meno recursivo, y la recursion parece g&ﬁ
ocurrir cuando el pensamiento cambia los Rk

niveles de sofisticacion.

De hecho, cada nivel de comprension se
encuentra contenido dentro de los niveles
subsiguientes. Cualquier nivel particular
depende de las formas y los procesos del
mismo y, ademas, se encuentra restringido
por los que estan fuera de él.
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Pirie, S. E. B. y Kieren, T. E. (1989). A recursive
theory of mathematical understanding. For the
Learning of Mathematics, 9(3), 7-11.
https://www.jstor.org/stable/40248156

Pirie, S. E. B. y Kieren, T. E. (1994). Growth in
Mathematical Understanding: How

Can We Characterise It and How Can We
Represent It?. En P. Cobb (Ed.), Learning
Mathematics (pp. 61-86). Springer.
https://doi.org/10.1007/978-94-017-2057-1_3.
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https://www.jstor.org/stable/40248156
https://doi.org/10.1007/978-94-017-2057-1_3

El Modelo de Pirie y Kieren

. .\ Comprensio g iy Estructuracion
Conocimiento de la ¥ (E)
Primitivo Imagen Dbservaciony (F) . "
(CP) 1 {llllvencm
1.-Primitive Knowing  5.-Formalising
2.-Image Mak.ing 6.—ObserViI.1g (Pirie y Kieren,1989, 1994)
3.-Image Having 7.-Structuring [con las traducciones de

4.-Property Noticing 8.-Inventising Meel (2003)]
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Comprensio e o Estructuracion
de I3 ’ ormalizacion (E)
Imagen Pbservaciory (F) Observacio I o
(0) nvencio

(1)

(Pirie y Kieren,1989, 1994)
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El Modelo de Pirie y Kieren

Se refiere al conocimiento previo
gue el alumno tiene. Es el punto
Inicial, posiblemente una gran
cantidad de informacion que puede
0 no dar forma a la evolucion de la
comprension.

Comprensio
de la ¥
Imagen Dbservacior

(Col) e la Esta formado por todo lo que el
fg;}i;iedﬂd estudiante sabe y pqede hacer
excepto el conocimiento sobre el
concepto considerado.

~ Conocimiento
Primitivo
(CP)

Imagen
(CrlI)

Lo que el estudiante ya sabe sobre
el concepto objeto de estudio forma
parte del resto de niveles del
modelo.
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El Modelo de Pirie y Kieren

.\, Comprensio e Estructuracion
" Conocimiento , Creaciony de |, _, Yommalizacion (E)
Primitivo de la Dbservaciory (F) Ohservacié "
(CP) Imagen (0) Invencio
(CiI) (D)

(Pirie y Kieren,1989, 1994)
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El Modelo de Pirie y Kieren

Es el nivel donde se desarrollan las
conexiones entre los referentes y
los simbolos, formando imagenes
(no necesariamente pictoricas).

Estas imagenes no necesariamente

Comprensio

” Conocimiento ~, Creaciony, ge |, ~''son correctas.
Primitivo de la Imagen Dbservacior
(CP) Imagen (Col) e la

(Crl) Propiedad/ Cuando el estudiante precisa de

o) actividades concretas para
representar de algun modo el
concepto matematico objeto de
estudio, o bien, cuando requiere
volver a leer el libro de texto o los
ejemplos previos, se encuentra en
este nivel.
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El Modelo de Pirie y Kieren

¢ - T Estructuracion
“ Conocimiento ; ormalizacion [E]
Primitivo Dbservacion§ (F) Observacio I s
nvencio
(CP) (0)

(1)

(Pirie y Kieren,1989, 1994)

Didactica de la Matematica

Universidad de El Salvador — Escuela de Matematica — Facultad d



El Modelo de Pirie y Kieren

Es cuando se desarrollan y
consolidan las imagenes mentales,
aungue estas sean erroneas.

Si el alumno es capaz de utilizar
: una construccion mental sobre el
~ Conocimiento ™ ~__'concepto sin necesidad de realizar
Primitivo Dbservacior . . )
(CP) el actividades concretas o trabajar con
Propiedad /' @jemplos particulares, el alumno se

(OP) j :
encontrara en este nivel.
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El Modelo de Pirie y Kieren

.\, Comprensio e - i Estructuracion
" Conocimiento ' de la > ormalizacion (E)
Primitivo Imagen Pbservaciory (F) Observacio I %
[CP] s . (D] Nvencio

(1)

(Pirie y Kieren,1989, 1994)
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El Modelo de Pirie y Kieren

Es cuando se desarrollan las
propiedades que relacionan lo que
Vinner (1983) llama Imagen de
Concepto.

T Es decir que se alcanza este nivel
~ Conocimiento ™ T de la cuando el estudiante trabaja con las

-

Primitiv Dbservacior .,
op . Jimagen J CobT lela imagenes que ya posee y es capaz

o Eﬂrgiedﬂd de reflexionar buscando
propiedades y tratando de

generalizarlas.
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. .\ Comprensio alizacion Estructuracion
Conocimiento de la .. Y (E)
Primitivo Imagen Dbservaciony (F) Observacio I s
[CP] ; (D] NVencuo

(1)

(Pirie y Kieren,1989, 1994)
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El Modelo de Pirie y Kieren

Es cuando se forman propiamente
las Definiciones de Concepto de
Vinner (1983), donde las
definiciones generales
proporcionadas por los estudiantes
deben ser equivalentes a una

definicibn matematica adecuada, izaci6 Efg;“‘”"ﬂ“if'”
aunque el lenguaje utilizado no {DE';']SEWHHE' i
tiene necesariamente que serun (D)

lenguaje matematico formal.

Es cuando el alumno tiene la
capacidad de pensar sobre las
propiedades ya generalizadas y
trabajar con el concepto como
objeto formal, sin hacer referencia a
una accion o imagen particular.
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. .\ Comprensio lizacié Estructuracion
Conocimiento de la I o oy (E)
Primitivo Imagen Dbservaciory (F) Observacio I -

(1)

(Pirie y Kieren,1989, 1994)
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Es el nivel en el que el estudiante
es capaz de observar, estructurar y
organizar los procesos de
pensamiento personalesy
reconocer las ramificaciones de los
procesos de pensamiento.

Estructuracion

ormalizacion
Ademas es cuando puede combinar 7"
las definiciones, ejemplos, ad
teoremas y demostraciones para
identificar los componentes, las
conexiones y los medios para
cruzar en tales conexiones.

Invencio

(1)

Es cuando puede entender una
demostracion por si mismo.
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.\, Comprensio e ¢ ks
” Conocimiento . de la o ormalizacion
Primitivo Imagen Dbservacior§ (F) Observacio I i
[CP] ; {D] {lI'l]VE'nCID

(Pirie y Kieren,1989, 1994)
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El Modelo de Pirie y Kieren

Es cuando el estudiante puede
explicar propiedades mediante un
sistema axiomatico.

En este momento el estudiante es
capaz de concebir las
demostraciones de las propiedades
asociadas al concepto.

ormalizacion
aciory (F)

Observacio
(O)

Invencio

ad (1)

La comprensién «completa» esta
en este nivel.
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El Modelo de Pirie y Kieren

Comprensio E s
.. - - o i structuracion
" Conocimiento de la ormalizacion (E)

Primitivo Imagen Dbservaciory (F) Observacio I S
(CP) , (0) o

(Pirie y Kieren,1989, 1994)
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El Modelo de Pirie y Kieren

Es el nivel en el que el alumno tiene
la capacidad de liberarse del
conocimiento estructurado que
representa la comprension total y
puede crear preguntas totalmente
nuevas que tendrian como
resultado el desarrollo de un ormalizacion

aciorny (F) .- 4 (E)
concepto nuevo. (D[E']SEWECID
ad

Estructuracion

Es decir, cuando el alumno es
capaz de preguntarse:

¢,qué pasaria si...?
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El Modelo de Pirie y Kieren

* Este es un modelo de
naturaleza fractal, ya que
los niveles externos crecen en
forma recursiva desde los
niveles internos, pero el
conocimiento a un nivel
externo permite y retiene los
niveles internos. Los niveles
externos se insertan y
envuelven a los internos.

Crl

onocimiento
Primitivo
(CP)
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Marco Teorico — El proceso de
«Redoblado»

Estructuracion
(E)
Invencio

(1)
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Marco Teorico — El proceso de
«Redoblado»

GORIDIEILEID L Estructuracion
dela “a (E)
Primitivo # 3
Invencio

(1)
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Marco Teorico — El proceso de
«Redoblado»

Estructuracion

E
Primitivo # (E) -
(CP) ‘ L Invencio
: (1)
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Marco Teorico — El proceso de
«Redoblado»

GORIDIEILEID L Estructuracion
dela “a (E)
Primitivo # 3
Invencio

(1)
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Marco Teorico — El proceso de
«Redoblado»

Estructuracion

E
Primitivo # (E) -
(CP) ‘ L Invencio
: (1)
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Marco Teorico — El proceso de
«Redoblado»

Primitivo # -
(CP) ‘ - - L Invencio
- . {I]
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Marco Teorico — El proceso de
«Redoblado»

Primitivo #

CP : Invencio
(cP) & , 0
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Marco Teorico — El proceso de
«Redoblado»

Estructuracion
Primitivo # (E) -
(CP) ‘ - _ Invencio
' ()
mmEm™ .
Y
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Marco Teorico — El proceso de
«Redoblado»

Primitivo #

CP : Invencio
(cP) & , 0
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Marco Teorico — El proceso de
«Redoblado»

Estructuracion
Primitivo # (E) -
(CP) ‘ - _ Invencio
' ()
mmEm™ .
Y
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Marco Teorico — El proceso de
«Redoblado»

Primitivo # -
(CP) ‘ - L Invencio
i (1)
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Marco Teorico — El proceso de
«Redoblado»

Primitivo #

(CP) @
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Ejemplos de uso del modelo de Pirie y Kieren
en la investigacion de alguno conceptos
en Didactica de la Matematica
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Otras invest

/

PhD (Gallardo Romero, 2004)
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Otras investigaciones

What is the source of the intervention?

— '

Self Peer Material Teacher

h 4 y /
Is the intervention intentional or unintentional?

Pl e

Intentional Unintentional

|

Is the intervention explicit or unfocussed?

Unfocussed

y

What is the form of folding back?

h 4

Working at inner layer using Collecting at an inner layer Moving out of topic & Causing a discontinuity
existing understanding working there

DN

What is the outcome of folding back?

i AW

Effective folding back Ineffective folding back

v

Return to outer layer?

/ e

With external prompt Without external prompt

(Martin, 2008)
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Otras investigaciones
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Otras investigaciones

La calle El poste
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Otras investigaciones

(Angulo Vergara, Arteaga Valdés y Carmenates Barrios, 2020)
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Otras investigaciones

activity types

o activity point
standard movement

s i i fold back
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N — disconnected

representation types

—{1}- verbal representations

—(— visual representations

—r— concrete representations

—©®— symbolic representations

(Gokalp & Bulut, 2018)
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Navas-Lopez, E. A. (2022). Comprension del
concepto de equivalencia légica a través del
modelo de Pirie y Kieren.

Acta Latinoamericana de Matematica Educativa, 35(1),
158-170.

https://alme.org.mx/revista/index.php/alme/article/view/61
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Justificacion

E Matematica ]

Demostraciones
Matematicas
(Teoremas)

Validez Logica
(de Argumentos
Logicos)
Equivalencia
Logica

(Alfaro Carbajal, Flores Martinez y Valverde Soto, 2019)
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Metodologia

* En este estudio cualitativo de
estudio de caso, se analizan las
conversaciones grabadas de tres
alumnos universitarios de primer
afio mientras resuelven una serie
de ejercicios de equivalencias
logicas.

e La grabacién fue transcrita y
analizada posteriormente para
identificar cada intervencion junto
con el avance logrado en la PV AP = PG
resolucion hasta ese momento y el
nivel de comprension segun el
modelo de Pirie y Kieren. (
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Metodologia

A: (Lee). - Demuestre por medio de la
aplicacion ...

B: — Ah, tenemos que usar la tabla. [Se
refiere a la tabla de propiedades del
Algebra Proposicional (ver Tabla 1)] [CrI]

C: — ;La que nos dio el Profe? [CP]
B: — Si, esa.

C: - ;No lo podemos hacer por Tablas de
Verdad? [Col]

P: — No. En esta ocasion deben hacerlo
usando las propiedades de la tabla

C: — Vaya.
B: — Veamos la tabla ... [CrI]
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Resultados

Esta investigacion ilustra:

e como los alumnos se enfrentan a cuestiones
aparentemente muy simples para la resolucion
de una actividad,

* como la identificacion del procedimiento
de soluciodn;

e como han recurrido a sus conocimientos Q
previos sobre las propiedades del algebra de L AN
proposiciones;

* coOmo van aclarando la aplicacion de estas
propiedades, volviéndose conscientes de que
pueden ser aplicadas de diferentes formas, y

* coOmo van iniciando la capacidad de
formular estrategias de solucion.
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Resultados

Los estudiantes han realizado diferentes
ejercicios que les han ayudado a crearse
una idea matematica del concepto (Crl).

* Una vez creada esta idea, se pueden
liberar de las acciones concretas sin
necesidad de recurrir a las propiedades de
la Tabla para avanzar en la resolucion de la
actividad (Col). Q

* Este proceso los lleva a darse cuenta de que
los objetos que estdn manipulando, las
proposiciones, tienen ciertas
propiedades generalizables (OP) v,

e finalmente, recurren a algunas
generalizaciones para resolver la

actividad (F).
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Conclusiones

* En este estudio, se ha constatado que este
proceso no es lineal,

* no se asciende de un nivel de
comprension del conocimiento
matematico inferior a otro superior
acumulando informacion.

e Mas bien es una construccion recursiva
como indican Pirie y Kieren (1989, 1994)
que implica necesariamente uno o mas
«saltos hacia atras» (redoblados), a formas
mas sencillas de conocer los diferentes
elementos matematicos en niveles
interiores y que, apoyandose en ellas, se
puede seguir avanzando hacia niveles
exteriores del modelo en el que el
conocimiento se hace mas sofisticado y
también mas consolidado.
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Conclusiones

* Aunque los redoblados puedan parecer un
problema cognitivo, en realidad son
procesos importantes y necesarios para
lograr un avance hacia una forma mas
consolidada de comprensiéon matematica,
ya que permiten ir «rellenando» y/o
complementando aspectos conceptuales y
procedimentales que no estaban bien
afinados previamente.

e Ademas, se pudo constatar que luego de
estos procesos de redoblado, aunque sélo
regresaran al mismo nivel, en realidad
habia ocurrido un aprendizaje, mas
estable a partir del cual se puede seguir
avanzando.
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Conclusiones

* Algunos redoblados fueron mas exitosos
y efectivos gracias a la confirmacion de
algunas dudas de los alumnos por parte del
profesor, y otros gracias a la seguridad
mostrada por alguno de los alumnos mas
aventajados.

* Se observa que en un grupo de trabajo el
hecho de que los diferentes miembros
alcancen niveles de razonamiento
distintos y a diferente ritmo es algo
normal (igual que en la tesis de Carmona
Correa, 2020),

e También se observa que las dudas y los
fallos en la comprension de alguno de los
miembros conduzcan a un redoblado hacia
niveles inferiores en la compresion del
conocimiento, a los que se ven arrastrados
otros miembros del grupo.
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Conclusiones

* Esimportante en este tipo de actividades,
orientar a los alumnos de la manera
apropiada para no impedir que los
alumnos transiten los redoblados. Tal
como concluye Codes Valcarce y otros
(2013), en general hay que dejar que los
alumnos resuelvan por si mismos
algunos conflictos cognitivos y no darles
directamente la solucion.
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Conclusiones

* Coincido con Pirie y Kieren (1989) en que
estudiar la comprension de un
concepto por parte de los estudiantes es
un proceso muy dificultoso y dificil de
generalizar debido a que son necesarias
las entrevistas (y no so6lo los examenes
tradicionales) para poder descubrir la
cambiante comprension de los
alumnos.
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Proyectos de Investigacion
en curso
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Dificultades con numeros negativos ]
en 7mo grado -

@® Estudiante C1

Observacion

de la
Propiedad (OP)

Comprension de

la Imagen
(Col)

Creacion de la
Imagen (CrI)

Conocimiento Primitivo @® Estudiante C2

(CP)

@ Estudiante C3

Estudiante C4
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Revisiones sistematicas

5 -4 -3 -2 -1 0 I 2 3 4 5

Enteros negativos Enteros positivos
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Revisiones sistematicas
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Proyectos de Investigacion-Accion

Aprendizaje Basado en Problemas

Compregilsién Comprension
de Z de Z
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Proyectos de Investigacion-Accion

Errores en Z
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Estudio Teorico

., Comprensio
Creacion de Ia

de la

* Conocimiento
Primitivo

Caracteristicas cognitivas concretas
en la comprension de 7
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