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Grafiquemos la funcion exponencial

26 Dibuje la grafic la11,r=0,2

= Crecimiento exponencial

20

= Grafiquemos la funcion

ay=¢* o0 y=2

Usen la hoja
. Qué es la funcion exponencial?




Algunos Graficos de la funcion
exponencial en Internet
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Grafiquemos la funcion
exponencial

m Usemos el celular para graficar 2*

m Yo tengo la aplicacion

Algeo

Utilicen el papel cuadriculado

yescala 1-1




Grafiquemos la funcion
exponencial

e 27, use escala 1-1, £ = 0,2, 4,
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La funcion exponencial

11’- ., Como se define la funcion exponencial?
n Veamos algunas definiciones en Internet
at=aa...a
Pero ;2%Y/? =7

0
ACEY




La funcion exponencial

P qamth=

Esta es la propiedad principal

b

La conmutatividad de “=’
a+b
— =

ala
al| oS

Historias sobre 2%
P “El divertido Juego de las Matematicas”

Leyendas:

m Torres de Hanoi

m Historia del ajedrez
Y
= Doblando papel




Torres de Hanoi

=

= Reglas:
= So6lo una pieza cada vez
= No se puede colocar una pieza més grande encima de una

menor

Leyenda del fin del mundo
m 3 varillas de diamante y 64 aros de oro
Terminen = Fin del Mundo.

Torres de Hanoi  ;Cudntos movimientos?

>
m,=2m, ;+1 J__I__

m,=2(2m, ,+1)+1=....
vee=2n 1y 4224241 suma geométrica
=2"-1.

= n=64 = 264—1

264 = 18 446 744 073 709 551 616
;sera cierto?




Historia del ajedrez

Iz

= Sessa le ensena al “Sultan”
= Sultan agradecido

=  pida lo que quiera.
= Y entonces le pide trigo.

(granos de trigo)

. Cuantos granos?

cuadro | 1 2 3 4 ... | 64

granos | 1 | 2 4 8 | ... | 2063




. Cuantos granos?

cuadro| 1 | 2 3 4 | ... | 64
granos | 1 2 4 8 ... | 263
2 63
1+ 2+ 2%+ ...42 suma geométrica
= 2641

264 =18 446 744 073 709 551 616

., Como calcularlo?

11: Doblando papel

» ;/Cudntas veces podemos doblar un papel?

= El nimero de hojas en el dobles n : D(n)
D(n+1) = 2*D(n)

= D(n) = 2n
Si doblamos 64 veces (si se pudiera)

D(64) =2%4=18 446 744 073 709 551 616

. Qué tan grande o alto es?




Las preguntas

Iy

. Como se define la funcién exponencial?

; como definimos 21/20 2V2?

o)

®)

Las preguntas

Iy

264 =18 446 744 073 709 551 616

;sera cierto? S

1 ~

Calculémoslo
. Como calcularlo?

. Qué tan grande es?




. Como calcularlo?

264 =18 446 744 073 709 551 616
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. Como calcularlo?

Con una calculadora!
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Con una calculadora? \3}~

La funcion exponencial

i~

. Como se define la funcidn exponencial?

; como calculamos 2'/?0 V29




La tuncion exponencial satistace la identidad multiplicativa rtundamental para todo . ESta identigad se extiende a 10s exponentes de valores comple|os. Se puede mostr

I

. Como se define la funcion exponencial?

La funcion exponencial

https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_exponencial

ok 2 3 1
T T~ T T
exp(z) = E F=1+$+?+F+2—+"'
)
k=0 ™
La tuncion exponencial satistace la identidad multiplicativa tundamental para todo . Esta identidad se extiende a 10s exponentes de valores comple|os. Se puede mostr

La funcion exponencial

i

. Como se define la funcion exponencial?

La funcion exponencial satisface la identidad multiplicativa

fundamental e*7¥ = e®e? para todo 2,y € R. Esta identidad se

extiende a los exponentes de valores complejos. Se puede mostrar

que cada solucion continua, distinta de cero, de la ecuacion funcional

Ff(z + y) = f(z)f(y) es una funcién exponencial, f : R — R, & — b° con

la identidad multiplicativa fundamental, junto con la definicién del numero e

como e, muestra que e™ = e X - - - X e para enteros positivos n y relaciona la
N ——r

n términos




La funcion exponencial

I ¢ Como se define la funcion exponencial?

La propiedad principal de la funcidén exponencial

Vi, yER:f(x+y)=fx)f(y)

Entonces
Vx €R: f(x)=Db"*
Con b = f(1)
La funcion exponencial
P 1)a® =1

Vx,yER:f(x+y)=fQ)f () Halma
a™*=—
4) a*-a¥ = a**¥
5) Z—: =a*"

6) (a*)Y = a*Y
7 (a:b)* =a*-b*

O

X
9)ay = Va*




La funcion exponencial

1Da®=1

;\’x,yemif(x+ﬁ=f(x)f(y} 2)a'=a

1
3)a* = —
; como definimos 2120 2Y27 ;

4) a*-a¥ = a*ty

X

a e

5 —=a*7?
aY

Es tema de otro taller completo !!!! 6) (a*)? = a*?

7)(a-b)* = a* b
0(§)-5

X

= Y
9)ay = Va*

Un problema con las calculadoras

P “producto grande”
7893982017 - 1652738747 =
1.3046689950 x 101°

13 046 689 950 000 000 000

264 = 1.8 446 744 07x10"

=18 446 744 070 000 000 000
240 = 1099 511 627 000
232 = 4294 967 295




Un problema con las calculadoras

con la calculadora de mi teléfono
229 = 536870912
230 = 1073 741 824
230 = 1073 741 820

Con hoja de célculo: t
249 = 562949953 421 312
250°=1 125 899 906 842 620

Un problema con las calculadoras

computadoras y programas oz
Con mi teléfono si pude. =
Con mi computadora y un programa.
Consideremos ahora este problema:

30
) =] |@-0-=
i=1

x—1Dx—-2)...(x—30)=0
Con una computadora y el Software MATLAB
Desarrolle y luego resuelva
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Un problema con las calculadoras
computadoras y programas

p(x)=(x—1)x—-2)..(x—30)=0

MatLab T d = |
Esteban ol
Boeing £\ - )

g " ]
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10 15 20 25

Un problema con las calculadoras y
compl»ItadoraS 3.14160NRES3EFITIRNRIFA46264-33F RTIENRF ¥ 419716939937

S108FR0V7494- 4592307 164-062F 620FVVF LRF 034 F253421

o SE0S¥R23172E3

/ y 55964-4-62294-%

Los nimeros Reales rordcsgral ciasii e
564 54l 69234 4E61045432664%213

. . . ¥709 Z3LEEFFLT74FELER090

son infinitos y odl vors il coiissagh b s
9433 7036475969196 30921%61

., 545070 27 27495673515 %575

con representacion , 4ots604 30565
1394-94-6398224-/ -/ 190702179% & S70R27705392171762931

T675235 4674515 4-676694-0813200086% 1271452638605 277

infinita

m Las calculadoras y computadoras son finitas
» La representacion es discreta
m 10, 12 0 16 digitos




Una forma de calcularlo

264 =18 446 744 073 709 551 616

Con una calculadora!

iy con los conocimientos de matematica
de 3ro de secundaria!

Preliminares

mab+ ac =a(b+c)
m(ax+b)(cx+d)=acx* + (ad + bc) x + bd.
m(ax+b)Y=a’?x*+2abx+b*> YabcdxelR
mbmtn=pm bty b= (™" VYV m nelN be IR
ma=a,10"+ ... +a,10* +a, 10+ a, V acIN

= 7893982017 =
7 -10°+8-108+9-107 + 3-10°49-10° +8-10* +2-10° +0-10 + 1-10 +7
7893982017 =7 -(10°)3 + 893 -(103)? + 982-10° + 017




Algunos Resultados Basicos

™

10" -1 es el numero de n digitos mas grande.

Ejemplo: 107 — 1 =9999999.

roposicion 1: Para cualquier n € IN

Proposicion 2: Sean n, me IN

El producto de un numero n digitos por otro de m digitos tiene a
lo sumo m+n digitos.

Proposicion 3: Para cualquier n € IN

2" tiene como ultimo digito un numero par diferente de O.

La idea de la solucion

Iy

Numeros en base 10*
Por ejemplo en base 10°

7893982017 = (78939 - 10° + 82017)
Para las potencias sus propiedades

764 — D40 +24 _

=240 . 224 — (220)2 . D24




El calculo de los niimeros ‘“grandes”

Iy

“producto grande”

7893982017 = (78939 - 10° + 82017)
1652738747 = ( 16527 - 10° + 38747)

= 7893982017 - 1652738747
= (78939 - 10° +82017) - ( 16527 - 10° + 38747)

+

+

78939 16527 (10°)?
(78939 - 38747 + 82017- 16527 ) 10°
82017 -38747

El calculo del producto grande

Iy

78939 - 16527 = 1304624853
78939 - 38747 = 3058649433
82017 - 16527 = 1355494959
82017 - 38747 = 3177912699
=
=1304624853 (10°)> + 4414144392 - 10° +3177912699

=1304624853-10'0 + 4414144392 - 10° + 3177912699




El calculo del producto grande

Iy

1304624853 - 1019 — 13 046 248 530 000 000 000
4414144392 - 10° — 441 414 439 200 000
3177912699 — + 3177912 699

13 046 689947 617 112 699

7893982017 - 1652738 747

=13 046 689 947 617 112 699

Calculo de 240

D 240 = (22002 = (1048576)?

—

= (10 - 10° + 48576 ).

= 102-(10°)2 + 2-10-48576-10° + (48576)>
=100 - 109+ 971520 - 10° + 2359627776

1 000 000 000 000

97 152 000 000
+ 2359627776
1 099 511 627 776

240 =1 099 511 627 776




Calculo de 2%4
764 — 740, 724
240 = 1099 511 627 776, 2%*=16777 216
— 264 = 109 95116 27776 - 167 77216

IE

={109-(10%)2+95116-105+27776 }-{ 167-105+77216 }

=109 -167- (10°)3+(109 77216 +95116-167) (10°)?
+ (95116 - 77216 + 27776:167 )10° + 27776 - 77216

h Calculo de 24
109 -167 = 18203

109 - 77216 + 95116 - 167 = 24300916
95116-77216 + 27776 - 167 = 7349115648

27776 - 77216 = 2144751616

264 =18203 - 105+ 24300916 - 10'°
+ 7349115648 - 10°+ 2144751616




Calculo de 2%4

204 =18203 - 1015+ 24300916 - 100
+ 7349115648 - 10° + 2144751616

18 203 000 000 000 000 000
243 009 160 000 000 000
734 911 564 800 000

+ 2144751 616
18 446 744 073 709 551 616

264 =18 446 744 073 709 551 616

A‘
L)

—_

., Qué tan grande es?

264 =18 446 744 073 709 551 616
Grafico de la funcion

y=e* o y=2
. Como les quedo el grafico?

papel cuadriculado y escala 1-1




Grafico de la exponencial

=

= Siusamos el celular para graficar 2*

Algeo
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. Qué tan grande es? O e

—
P = =

264 = 18 446 744 073 709 551 61/6
Ajedrez
¢, Cuanto trigo?
Torres de Hanoi
¢, Cuanto tiempo?
Doblando papel
. Cuanta altura?

Leyenda del ajedrez

P2‘54 =18 446 744 073 709 551 615 granc =
= 1 m3= 15000 000 de granos

n 1229 782 938 247 m?
n 1229.78 Km?3
m Granero de 10m x 4m = 40 m?

= Longitud 30744 573 456 metros
' 30 744 573 Km

2 veces la distancia al sol
149 597 871 Km




Leyenda del fin del mundo

h Un segundo por movimiento

m 18 446 744 073 709 551 615 Segundos
m =60 — 307445734 561 825 860 Minutos
m =60 — 5124095576 030431 Horas

m 24 > 213 503 982 334 601 Dias

= +365.25— 584 542 046 090 Afios

= =100 — 5845420 461 Siglos

m Tierra — 4.5y 5000 000 000 de afios.
m El Universo — 13 800 000 000 de arios

Doblando papel

:Ill . Qué pasa si doblas un papel 50 veces?
= 24 veces su grosor mayor al 1,5 kilometros.
= 30 pliegues
nos llevarian al espacio
sobrepasando los 100 kilometros.
= En 42 pliegues llegariamos a la luna y

m en 51 al sol.




Doblando papel

=

64 veces 18 446 744 073 709 551 616 hojas
m + 100 — 184 467 440737 095 516 cm

= -100 — 1844674 407 370 955 metros
= +1000 — 1 844 674 407 370 Km

m Distancia
malaluna — 384 400 Km
= al sol — 149597 871 Km
ma Pluton — 5934456 500 Km

Doblando papel

=

Record mundial
https://youtu.be/vPFnlotfkXo

https://www.youtube.com/watch?v=72000Wn7Z-10

https://www.youtube.com/watch?v=vPFnlotftkXo &featur
e=youtu.be




Aplicaciones

m Crecimiento de Poblaciones

= En finanzas,

= concesion de obra publica
(el costo la construccion de carreteras y muelles en Costa Rica, etc.)

= El préstamo de mi casa,
= los intereses de las tarjetas de crédito,
= Prondstico de crecimiento de poblaciones

Crecimiento de Poblaciones

Iy

m ;Como se calcula la poblacion en el tiempo?

m Poblacion inicial: P tasa de crecimiento 1
m Crecimiento i: + P

m Pob. 1 periodo: P+iP = (1+1i)P
m Poblacion en 1 periodo es

P(l)=1+1)P




Crecimiento de Poblaciones

P m Poblacion actual P

m En un periodo P - (1+i)P

m En 2 periodos (1+i)P — (A+i)(1+i)P
— (1+i)*P

m En 3 periodos (1 +i)?C —» (1+i)(1+i)?C
- (1+i)C

m Ennperiodos (1 +i)"'P — (1+i)(1+i)"'P
n periodos

Pn)=AQ+i)"P

Las concesiones de obra publica

P en Costa Rica

(Qué tiene que ver la funcion exponencial con las
concesiones de obra publica en Costa Rica?

m Actualizar el valor de la inversion en el tiempo

m ;Como se calcula el valor del dinero en el tiempo?

m Valor inicial: C tasa de actualizacion 1

m Actual.(Intereses) i: + i C
m “Valoractual”: C+iC = (1+i)C

m “Valor actual” en un periodoes (1+1)C




Valor de la inversion en el tiempo

I m “Valor actual”

m En un periodo C - (1+1)C

m En 2 periodos (1+i)C — (A+i)(1+i)C
— (1+i)2C

m En 3 periodos (1 +i)?C —» (1+i)(1+i)2C
— (1+i)C

m Ennperiodos (1 +i)"'C - (1+i)1 +i)~IC
—> (1+i)"C

Calculo de pago en préstamo de la casa

I I=1+1i

m Préstamo inicial C y un pago P
m Primer mes C->Cl+i)—-P=CI-P
mmes2: CI-P —>(CI-P)I-P
—>CI?>-PI-P=CI*-(+1)P
mmes3: CI>*-PI-P— (CI*>-PI-P)I-P
—CI3—PI*—PI-P=CI*-PI?*+1+1)

m mes n: CI"—P (I + 1"+, +1>+1+1)




Calculo de pago en préstamo de la casa

I a mesn: CI"—P(Im+ "4, + 12+1+1])=0

suma geométrica

CI’”‘—P';:1 =0, I=1+i,i=I—-1
P%:C(1+i)”
p— Ci(1+)" Ci

T A+D)"-1 1-(1+i) "

Calculo de pago en préstamo de la casa

P p = Ci (1+D)" Ci

| — —
1+)"-1 1-A+)™™"
C=1000000, i =8%, a 20 aiios = n = 240 meses

Se tiene

P =8 364
C=1000000, i =10%, a 20 aiios =n = 24 meses
Se tiene

P=9650




Las concesiones en Costa Rica
¢/ Cudntas veces se pagaria en un concesion donde se le

Iy

reconoce a las empresa un
4%, 6%, 8%, 10%, 12%, 14% y 16% a 30 afios?
(1+4%)° = 324 veces
(1+6%)° = 574veces
(1+8%)° =1006veces
(1 +10% )° =17,45 veces
(1+12% )° =29,96 veces
(1 +14% )’° =50,95 veces
(1+16% )° =85,85veces

Las concesiones en Costa Rica

Iy

14% a 30 aios
(1+4%)° ~ 3,24 veces 15.7

(1+6%)° = 574 veces 8.9
(1 + 8 % )° =10,06 veces 5.1
(1 4+ 10% )° =17,45 veces 2.9
(1 +12% )’ =29,96 veces 1.7

(1 + 14% )3° =50,95 veces




La tasa de interés anual en tarjeta

:II:. de crédito

Si en una tarjeta de crédito cobran un 4%
mensual.

cuanto es el interés anual real?

(1+4%)2~ 1.601 ~60%
=~ 60%

La tasa de interés anual

IE

Si en una tarjeta de crédito cobran un 5%
mensual.

;cuanto es el interés anual real?

(1+5%)?= 1.795 = 79.5%
=~ 80%




Pronostico de crecimiento de poblaciones
(covid-19)

Se puede modelar el nimero total de casos de
una poblacion (covid-19)

N =

(1 + eat+b)a

Espafia-cases, Gompertz
300000

ooooo

20000
® Datos reales
00000 ——APROX
100000 inf
sup
50000

°
&
0
R
—e—Pto de inflex J
0 -———/
20 30 40 50 60

casos en México

and continues

200000 | —e—actcases

—e—act cases proy

(30-set) " o
Fit 736 885
Wdm 738,163

SEE 888888
282888 ¢88

A H '\ i ’ ’ i H' Il h
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o Data CR -16-04-2021
e proyec
—— inferior

——superior
—e—a3ct cases
—e—act cases pr

Costa Rica cases

P(t) = Py(t)
+ Py(t —tq)
+ Po(t — t3)
+ ces

+ B, (t — t,)

Mi
P(t) =

700 000

600 000

500 000

400 000

300000

200000

100 000

0

CR cases

———cases acum aprox

® casesacum

+ Data CR-19-10-2021

—proyec
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CR cases

« Data CR -30-09-2021
P(t) = Po(t) 200000 | =—proyec
+ P1 (t - tl)
+ Po(t — t3)

275 300 325 350 375 400 425 450 475 500 525 550 575 60N 625 RSN A75 7

4.
+P,(t—t,)

Casos Diarios
B Casos diarios
M;
(1 + e—alt+bl)al 1500

i H " ‘

Pi(t) =

——aprox. Casos diarios

Conclusiones

i- Las calculadoras y computadoras no hacen los calculos
exactamente

icometen errores !
i1Se necesitan de los matematicos!

» Las calculadoras se puede utilizar en Matemdtica, pero como apoyo,
pero se debe idear formas en las que ellos no solo la utilicen como
un artefacto que sélo sirve para hacer los calculos més rapido.




Conclusiones

P = La funcion exponencial se utiliza en:
= Crecimiento de poblaciones
= Finanzas
m Calculo de cuotas de prestamos

Cuidado con las tasas de actualizacion (interés) que se
pagan por:

= las concesiones de obra publica,

= prestamos,

= tarjetas, ....

Conclusiones

Iy

» El crecimiento de la funcion exponencial es

EXPONENCIAL




mario.villalobos @ucr.ac.cr
maryvillalobos @itcr.ac.cr

* https://matematicascercanas.com/2014/03/10/la-leyenda-del-
tablero-de-ajedrez-y-los-granos-de-trigo/




